I.  Derivace jednoduchych funkei pomoci pravidel a vzorci

Piiklad : y = x° —4x” +5x - 6

Uzitim P2 3= (x*) —(4x*) + (5x) —(6) . U druhého a tietiho ¢lenu pouzijeme P1
y'= (x5 )' — 4(x3 )' + S(x)' - (6)’ . Nyni podle V2 a posledni ¢len podle V1
Y =5x"—4-3x> +5-1-0=5x" —12x* +5 .

Piiklad : y =c*(x> - 6x +4)
Pouzijeme P3 y'= (e)‘)'(x2 —6x + 4)+ e" (x2 —6x + 4) . Dale V3 a na derivaci trojélenu
v poledni zavorce V2 a V1

=" (x> —6x + 4)+ e*(2x - 6)

Vysledek upravime vytknutim e*, potom y'=e”* (x2 —4x - 2) .

Priklad : y = (x2 - l)sinx + (x2 + 2)cosx

Pouzijeme P3 y'= (x2 —~ 1) sinx + (x2 —~ 1)(sin x) + (x2 + 2) CoSX + (x2 + 2)(cos x) =
K vypoctu derivact, které zbyva vypocitat, pouzijeme V2 a V1, pro goniometrické funkce V7
a V8.
= 2xsinx + (x2 -~ l)cos X +2xcosx + (x2 + 2)(— sin x)
Z prvniho a posledniho soucinu vytkneme sin x , z ostatnich cos x .
=sin x(2x e 2)+ cos x(x2 +2x— 1).

X

Priklad : y =—;
x +1

!

x'-(x2 +1)—x-(x2+1)

Podle pravidla P4 je y'= . K derivaci ¢asti, které zbyva zderivovat

(x2 + 1)2
pouzijeme V2 a V1:
B l-()c2 +1)—x-2x B x*+1-2x7 B 1-x?
(x2 + 1)2 (x2 + 1)2 (x2 + 1)2 '
Podobné
1-2x°

Piiklad : y =

2
X
'

, (1—2x3) xz—(1—2x3Xx2) —6x2-x2—(1—2x3)-2x_—6x4—2x+4x4:

9 o) 5

—2x* —2x x*+1
= x4 =2 x3 .

’




Priklad : y—— S0
cosx +1
Uzijeme P4 a potom V7 a V8§ :

, (sinx) (cosx +1)—sinx(cosx +1) _ (cos x)(cos x + 1) —sin x(— sin x)

(cosx + 1)2 (cosx+ 1)2
upravime citatel zlomku

cos’ x +cosx+sin*x  cosx+1 L X
= > = -, protoZe sin” x +cos” x =1.
(cosx+1) (cosx+1)

1

Po vykraceni y' = :
cosx +1

2

Priklad : =%

arctgx .

!

J l1+x
arctgx +

2 2 ,

(arctgx)

. . " 1+ x
Na derivaci sou¢inu pouzijeme P3 : y' = (

Derivaci zlomku bychom mohli provést podle P4, ale protoze je ve jmenovateli pouze
2

konstanta, je = % (1 + xz) a pouzijeme radéji P1. Tedy

' 2

2
:%(1+x2)arctgx+l+)C X !

1+ x?

r1 1
(arctgx) =5 2xarctgx +

Po derivaci jesté upravime kracenim v soucinech, takze y'= xarctgx + 5

II. Derivace sloZzenych funkci

x=2Y
Priklad : y:( j
x+2

v

Tato slozena funkce ma dvé slozky. Vnéjsi je tfeti mocnina, vnitini racionalni lomend funkce
(podil). Proto nejdiive pouzijeme V2 a potom pravidlo pro derivaci podilu P4.

,_3(x—2j2 _(x—2j ~ 3(x—2j2 (x=2)(x+2)— (x=2)(x +2)’
d x+2 x+2 x+2 (x+2)2
zbyva zderivovat Cleny v ¢itateli druhého zlomku a upravit

3(x—2)2 1 (x+2)—(x=2)-1 _3(x—2)2(x+2—x+2) C12(x-2)°
(x+2) (x+2) - (x+2)* o (x+2)




2
Priklad : y:ln(xz”j
x =1

v

Funkece je slozend ze dvou slozek. Vnéjsi je pfirozena logaritmicka funkce, vnitini racionalni
lomena funkce (podil). Proto nejdiive pouzijeme V5 a potom pravidlo pro derivaci podilu P4.

!

o (2] o @)@ )- ()i o)
YT e eo) T (-1} B

x* =1

Dopocitame derivace dvojc¢lenti (P2, V2 a V1) a upravime.
_ x> -1 _ 2)c(x2 —1)—(x2 +1)2x _ 2x7 —2x—2x> = 2x _ —4x
x*+1 (x2_1)2 (x2+IXX2—1) xt-1"

Piiklad : y = arcsin/x

Vnéjsi slozkou je y = arcsinu a vnitini u = Jx . Proto pouzijeme V11 a potom V2.

RO S e IS -
1=y’ V1= 2

1 1 1

J—x 2dx 2fx(i-x)

Derivaci upravime =

Piiklad : y=xvx®+3

Nejdive uzijeme P3 (derivace sou¢inu) 3’ =xvx>+3+ x(\/ x>+ 3) Dal pouzijeme V2 a
v zavorce je slozena funkce, jejiz vnéjsi slozkou je druhd odmocnina a vnitini polynom, proto

=1-\/x2+3+x-%(x2+3); -(x2+3)' :\/x2+3+x-%(x2+3); 2x =

_m+ x-2x _(x2+3)+x2_2x2+3

Wit+3 A +3 i +3

Piiklad : y=x-¢" "

Funkce je soucinem, proto pouzijeme P3 a druhy Cinitel je slozena funkce s vnéjsi slozkou e“
(V3) a vnitini slozkou u =5x> —3 (P2, P1, V2, V1):

yr =x'. eSx273 - (65;#3) -1. e5)273 - esxzfz .(sz . 3)! _ e5;:273 +x- e5)273 .5.2x .

Vytknutim exponencidlni funkce y'= esx2_3(1 +10x7) .



Priklad: y=x" +In(4x+1)

Nejdtive uzijeme P2 (derivace souétu) y'= (xz) +[In(4x +1)] .

Prvni s¢itanec derivujeme podle V2 a druhy je sloZzend funkce, takze budeme derivovat vnéjsi
slozku podle V5:

=2x+ “(4x+1)

4x +1

4=2x+

Derivaci vnitini slozky dostaneme =2x+ .
4x +1 4x +1

Piiklad : y =In*tg(2x +1)

Tato vicendsobn¢ slozena funkce ma 4 slozky, derivujeme od vnéjsi:

V' =4I tg(2x + 1) - [Intg2x + D] = 41n® tg(2x +1) t; [te2x+1)] =

g(2x +1)
—4ln gt L oy =
tg(2x+1) cos”(2x+1)
=41In’ tg(2x +1)- ! — ! .
tg(2x+1) cos"(2x+1)
x+1

Priklad : Vypoctéte hodnotu prvni derivace funkce y = arctg vbodé x, =1.

Funkce ma dve¢ slozky, nejdiiv pouzijeme V13 na derivaci vngjsi slozky a potom P4 na
derivaci podilu.

. 1 '(x+1j B 1 .(x+l)'-2x—(x+1)-(2x)’
4 il U 2x (x+1) (2x)
1+ 1+t
2x 4x
B 1 1-2x—(x+1)-2
- 2 2
1Jr(x+1) (2x)
4x

Derivaci bychom mohli ipravami (v 1. zlomku na spole¢ny jmenovatel, zjednodusit slozeny
oy v v ' -2
zlomek, ve 2. zlomku upravit Citatel a potom kratit) pfevést na tvar y'= ———.
Sx7+2x+1
Pocitame-li hodnotu derivace v bod¢, neni nutné upravy provadét. Mizeme zadany bod
dosadit za x ptimo. Tentokrat dosadime do upravené 1.derivace.
-2 2 1
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Priklad : Vypoctéte hodnotu prvni derivace funkce y = e’ v bodé X, =-3.

Funkce ma 3 slozky, postupné derivujeme:
e (T2 SR SR =
=e" " -Wl-x)=e""" l=-x) =" -(-1)
Y ( ) 241 —x ( ) 241—x
Vysledek neni tieba upravovat, protoZe pocitame hodnotu derivace v bodé x, = -3.

Po dosazeni y'(-3) = S

Priklad : Vypoctéte hodnotu prvni derivace funkce y =4/In(1+tgx) v bodé x, = %

Vypocitame derivaci vicenasobné slozené funkce

1 1 _1 - '
v —2[1n(1+th)] [In(1 + tgv)] 2[ln(l+tg>c)] ) (1+tgx)

1 1
I+tgr cos”x  2./In(l+ tgx)(1 + tgr)cos® x

- % [in(1 + tgx)] 2 -

b

dosadime za x zadany bod x, = %

1 1 1

= 2 = .
2+/In2
2\/ln(l+tg3j(l+tg3jcoszz 2,/1112.2.[‘/5J Jin
2

112
y(4)

ITII. Derivace vysSich radu

5x
(x=1)*

Piiklad : Vypoctéte derivaci druhého fadu funkce y =

5(x—1)° =5x-3(x —1)?
[e-°f

Protoze budeme znovu derivovat, je tieba funkci upravit. V citateli miizeme vytknout a potom
zlomek kratit :

_S(x -1 -5x-3(x -1 _ (x=D’[S(x-D-5x-3] _Sx-5-15x _—10x-5
[x-1] (x=1)° (=D (x-D?

Derivujeme jako podil y’ =

Potom druhou derivaci vypocitame znovu jako derivaci podilu



y _(—IOx—SJ _—10-(x—=1D* = (-10x-5)-4(x - 1)’
(x=1* EEN

v konkrétnim bodé¢, mohli bychom dosadit pifimo. ProtoZe poc¢itame derivaci obecné, je

vhodné ji opé€t upravit (vytykanim, kracenim a sectenim Clent):
C(x=1)°[-10-(x = 1) = (=10x = 5)-4] [-10x—10+40x +20] 30x +10

) (x=1)° ) (x 1)’ R

. Kdybychom pocitali derivaci

1—sinx

Priklad : Vypoctéte derivaci druhého fadu funkce y =In — .
I+sinx

Je to slozena funkce, postupné derivujeme (pfirozenou logaritmickou funkci, potom
odmocninu a nakonec podil)

1
. /1+sinx.l(1—sinxj_2'—cosx(l+sinx)—(l—sinx)cosx_
4 I-sinx 2\1+sinx (1+sin x)*

Protoze budeme opét derivovat, je tieba funkci co nejlépe upravit

\/1+sinx 1\/1+sinx —COSX —COSXSINX —COSX+SINXCOSX

I—sinx 2V1-sinx (1+sinx)’

_I+sinx 1 —2cosx 1 —COoSX —COSX —cosx -1
l-sinx 2 (1+sinx)> I-sinx l+sinx I-sin’x cos’x cosx

Vysledek derivujeme jako podil (protoze neni proménnd x v Citateli, mohli bychom také

derivovat jako slozenou funkci y' = —(cosx)™")

!
w_( =1 ) _0-cosx—(=D(=sinx)  sinx
COS X cos’ x cos’ x

Priklad : Vypodtéte hodnotu tieti derivace funkce y =e™ v bodé x, =0.

sinx

Derivujeme slozenou funkci: y'=e™" -cosx

sinx sinx

Druha derivace je navic derivaci sou¢inu " =(e™")"-cosx +¢e™" - (cos x)’

sinx sinx sinx

=e" cosx-cosx +e™™ - (—sinx) =e™™ -(cos’ x —sin x)
Derivace tfetiho fadu podobné.

y"=e""" .cosx-(cos® x —sinx) +e™™ [2 cos x - (—sin x) — cos x]
Pocitame-li derivaci v bod¢€, nebudeme provadét tipravy, ale hned po derivaci dosadime
zadany bod.

y"(0)=e’-1-(1-0)+e’[2-(0) - 1]=1+(-1) = 0.

sinx



